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Stevinowska kolokacja wielomianowa

Dla zestawu n+1 = 4 punktów 

       P0 = (0, 2), P1 = (1, 
[image: image1.wmf]3

), P2 = (2, 1), P3 = (3, 0) 

wyznaczamy stevinowski wielomian kolokacyjny w bazie standardowej, a więc wielomian możliwie najniższego stopnia, którego wykres przechodzi przez dane punkty Pj = ( xj, yj ). 

m-ta baza standardowa (zwana także naturalną, stevinowską) składa się z wielomianów bk, bk(x) := xk dla k = 0, 1, ..., n. O elementach bazy mówimy, że są wielomianami bazowymi. O wielomianie zapisanym w tej bazie (a więc o kombinacji liniowej wielomianów bazowych) mówimy, że jest wielomianem stevinowskim, wielomianem naturalnym, wielomianem zapisanym w postaci naturalnej, wielomianem przedstawionym w bazie standardowej. Tak więc wielomian stevinowski (inaczej: standardowy, naturalny) to wielomian zapisany jak następuje
 w(x) = c(b(x) = 
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gdzie c i b(x) oznaczają wektory (n+1)-wymiarowe,

c = [ c0, c1x , c2, ..., cn ]T – wektor współczynników wielomianu w,

b(x) = [ b0(x),  b1(x),  b2(x), ...,  bn(x) ]T = [ 1, x, x2, ..., xn ] 
– bazowy wektor Stevina,  współczynników wielomianu w,

c(b(x) jest iloczynem skalarnym wektorów c i b(x).
Stevinowski wielomian kolokacyjny wyznaczamy obliczając jego współczynniki, czyli elementy wektora c. Wektor c jest rozwiązaniem uralu

V(c = r, 

gdzie V i r są odpowiednio macierzą (zwaną macierzą Vandermonde’a) i wektorem
 
V := [ bk(xj) ] = [ xjk ] j, k = 0, 1, ..., n,


r := [ yj ] j = 0, 1, ..., m.

O tym uralu mówimy, że jest układem rozwiązującym przedmiotowe zadanie.

Zadanie. W naszym zadaniu układem rozwiązującym jest 
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Jego rozwiązanie to zestaw 
c0 = 2, c1 = 
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Wielomian kolokacyjny (stevinowski, czyli naturalny)

w(x) = c0 + c1(x + c2(x 2 + c3(x 3 = 
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Lagranżowska kolokacja wielomianowa

Wielomian kolokacyjny Lagrange’a to wielomian kolokacyjny zapisany w bazie Lagrange’a, bazie lagranżanowskiej. k-tym element tej bazy, a więc k-tym wielomian bazowy Lagrange’a (mówi się także: k-ty mały wielomian Lagrange’a) jest zdefiniowany wzorem 
bn,k(x) := 
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   k ( {0, 1, 2, ..., n}.
Ponieważ w naszym zadaniu dane są punkty P0 = (0, 2), P1 = (1, 
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), P2 = (2, 1), P3 = (3, 0), więc 
b3,0(x) = 
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b3,1(x) = 
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b3,2(x) = 
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b3,3(x) = 
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Wobec powyższego poszukiwany wielomian kolokacyjny to wielomian
w(x) = c(b(x) = 
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Jest to, oczywiście, ten sam wielomian, co stevinowski; od stevinowskiego różni się tylko tym, że jest zapisany nie w bazie standardowej, lecz w bazie Lagrange’a.
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2011-03-21 Adam Marelwski
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Wykres wielomianu kolokacyjnego dla zestawu punktów { P0, P1, P2, P3 } 

[image: image23.png]



Zestaw punktów { P0, P1, P2, P3 } i wykresy wielomianu kolokacyjnego (brązowy) i wielomianu dopasowanego średniokwadratowo (zielony) do tego zestawu
[image: image24.png]



Punkty { P0, P1, P2, P3 } i wykresy wielomianów kolokacyjnego (brązowy) i dopasowanego średniokwadratowo (zielony) do zestawu, 
oraz wykresy (niebieski) krzywej y = 2cos((/6(x) i (czerwony) wielomianu dopasowanego średniokwadratowo do tej krzywej na przedziale <0, 3>
Wielomianowe dopasowanie średniokwadratowe do zestawu punktów

Literą b oznaczamy bazę wielomianową, a więc  b = [ bk ] k = 0, 1, ..., m, gdzie bk jest wielomianem stopnia k. Dalej bazą tą jest baza stevinowska, tzn. bk (x) = xk.
Mówimy, że wielomian w jest dopasowany (w bazie b, względem bazy b, w przestrzeni, której bazą jest b) średniokwadratowo do zbioru { P0, P1, ..., Pn }, którego elementami jest  n+1 punktów  Pj = (xj, yj) ( R 2, jeśli jest taką kombinacją liniową wielomianów bazowych, dla której najmniejszą wartość przyjmuje wyrażenie Q, 

 Q := 
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Wielkość Q nazywa się odchyleniem średniokwadratowym. 
Zadanie wyznaczenia wielomianu w polega na obliczeniu rozwiązania c = [ ck ] k = 0, 1, ..., m następującego uralu rozwiązującego 
 G(c = q,

gdzie G i q są odpowiednio macierzą (zwaną macierzą Grama) i wektorem zdefinio-wanymi wzorami 

 G := [ g(j+k) ] j, k = 0, 1, ..., m,  g(i) := 
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 q := [ q(j) ] j = 0, 1, ..., m,  q(i) := 
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Zadanie. Dla tych samych danych punktów, co powyżej, mamy ural rozwiązujący:
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Jego rozwiązanie: 
c0 = 
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c2 = 
[image: image34.wmf]4

5

3

20

13

-

×

 ( –0.124166, 
c3 = 
[image: image35.wmf]4

3

4

1

-

 ( –0.183012.

Dlatego wielomian dopasowany średniokwadratowo ma równanie
w(x) = c0 + c1(x + c2(x 2 + c3(x 3 = 
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a odchylenie średniokwadratowe Q ( 
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Wielomianowe dopasowanie średniokwadratowe do funkcji

Jak wyżej, litera b oznacza bazę stevinowską, a więc  b = [ bk ] k = 0, 1, ..., m, bk (x) = xk.

Literą f oznaczamy funkcję rzeczywistą określoną w/na przedziale <a, b>. Zakładamy, że jest to funkcja ciągła. Mówimy, że wielomian w jest dopasowany (w bazie b, w przestrze-ni, której bazą jest b) średniokwadratowo do funkcji f w/na przedziale <a, b>, jeśli jest taką kombinacją liniową wielomianów bazowych, dla której najmniejszą wartość przyjmuje wyrażenie Q, 

 Q := 
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Wielkość Q nazywa się odchyleniem średniokwadratowym. 
Zadanie wyznaczenia wielomianu w polega na obliczeniu rozwiązania c = [ ck ] k = 0, 1, ..., m następującego uralu rozwiązującego 

 G(c = q,

gdzie  G := [ g(j+k) ] j, k = 0, 1, ..., m,  g(i) := 
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 q := [ q(j) ] j = 0, 1, ..., m,  q(i) := 
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Zadanie. Wyznaczamy wielomian stopnia 2 dopasowany średniokwadratowo na prze-dziale <0, 3> do funkcji f, f(x) = 2(cos((/6(x). 

Mamy macierz układu rozwiązującego G = 
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i wektor jego wyrazów wolnych q = 
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Ural G(c = q ma rozwiązanie
c0 =    
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c1 = 
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c2 =    
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Dlatego wielomian dopasowany średniokwadratowo ma równanie
w(x) = c0 + c1(x + c2(x 2 + c3(x 3 = 
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a odchylenie średniokwadratowe Q ( 
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